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1. FEinleitung

Nichtlinearititen spielen eine zentrale Rolle fiir das dynamische Verhalten vieler tech-
nischer Systeme. Dennoch werden modellbasierte Regler zumeist auf der Grundlage
vereinfachter linearer Modelle ausgelegt, die nur in der unmittelbaren Umgebung des
Arbeitspunktes ausreichende Genauigkeit besitzen. In vielen Fillen resultieren aus
dieser Vereinfachung ein nicht priidizierbares dynamisches Regelverhalten, schlech-
te Regelgiite bei Stdrungen und Sollwertiinderungen und Stabilitiitsprobleme. Der
Entwicklung von Methoden zum Entwurf von Reglern auf der Basis nichtlinearer Mo-
delle wurde und wird deswegen, parallel zur Entwicklung von Verfahren zur robusten
linearen Regelung, grofie Beachtung geschenkt. Als besonders aktive Gebiete sind
hier sliding mode control (siehe z. B. [72, 37]), die priidiktiven Regelverfahren (siche
z.B. [61, 64]) und nicht zuletzt die nichtlineare geometrische Regelungstheorie (siche
z.B. [41, 62]) zu nennen. Der Nachteil der meisten dieser Verfahren ist allerdings ihr
sehr hoher Entwurfsaufwand. Dieser Aufwand muB meist iterativ wiederholt werden,
um zu einem Regler mit den gewiinschten Eigenschafien zu kommen. Damit wird
der Entwurf nichtlinearer Regler in vielen Fiillen zu aufwendig, um als Alternative zu
linearen (robusten) Reglerentwiirfen dienen zu kénnen.

Die nichtlineare geometrische Regelungstheorie, die aus der linearen geometrischen
Regelungstheorie [75] hervorgegangen ist, stellt ein vielfiltiges Instrumentarium an
Methoden zur Analyse und Synthese nichtlinearer Regelungssysteme zur Verfiigung [41,
62]. Neben den klassischen Problemen der Stor- und Eingangs/Ausgangs-Entkopplung
wurden auch die Grundlagen der exakten Linearisierung in der geometrischen Rege-
lungstheorie gelegt. Dieser Artikel gibt eine Einfiihrung und einen Uberblick iiber den
Entwurf nichtlinearer Regler auf der Grundlage der Methode der exakten Linearisie-
rung.

Im Gegensatz zur iiblichen Arbeitspunktlinearisierung, bei der Terme hiherer Ordnung
in der Taylor-Reihenentwicklung vernachliissigt werden, wird bei der exakten Line-
arisierung kein Approximationsfehler gemacht. Das nichtlineare System wird mittels
einer nichtlinearen Koordinatentransformation und eines nichtlinearen Riickfiihrge-
setzes exakt in ein lineares System iiberfiihrt. Fiir dieses exakt lineare System kann in
einem zweiten Schritt ein linearer Regler mit den bekannten Methoden der linearen
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Regelungstheoric entworfen werden, so dalh Stabilitit gesichert und Anforderungen
an die Regelgiite erfiillt werden. Nur der erste Schritt, die exakte Linearisierung, be-
darf eines groben Entwurfsaufwandes. Dieser Schritt muf jedoch bei jedem Entwurf
nur einmal durchgefiihrt werden. Die [terationen, die zum Erreichen der gewiinschten
Regelgiite notwendig sind, betreffen nur den zweiten Schritt, niimlich die Auslegung
eines geeigneten linearen Reglers fiir das exakt linearisierte System. Dadurch ist der
Gesamtaufwand bei der exakten Linearisierung im allgemeinen kleiner als bei anderen
nichtlinearen Reglerentwurfsverfahren.

Das der Entwicklung der nichtlinearen geometrischen Regelungstheorie, und damit den
exakten Linearisierungstechniken, zugrunde liegende mathematische Werkzeug ist in
erster Linie die Differentialgeometrie. Die meisten Veroffentlichungen zur Theorie der
exakten Linearisierung sind in der Sprache der Differentialgeometrie verfalit, die eine
genaue und elegante Darstellung der mathematischen Sachverhalte mit abstrakten Be-
griffen, wie Mannigfaltigkeiten und Distributionen, erlaubt. Da die meisten Ingenieure
iiber keine vertieften Kenntnisse in Differentialgeometrie verfiigen, soll in dieser Ar-
beit giinzlich auf eine geometrische Argumentation und Ausdrucksweise verzichtet
werden. Den Schwerpunkt dieses Artikels sehen wir nicht in der peniblen Wiedergabe
miglichst vieler mathematischer Siitze. Es soll stattdessen versucht werden, dem Leser
in einer verstiindlichen Sprache die zugrundeliegenden Ideen und die Entwurfsphiloso-
phie der exakten Linearisicrung nahezubringen und eine Einschiitzung der Methoden
vorzunehmen.

Im Rahmen dieses Aufsatzes werden wir uns, aus Griinden der klareren Darstellung,
zumeist auf EingroBensysteme, also Systeme mit einem Eingang und einem Ausgang,
beschriinken. Die Theorie liBt sich vollstindig auf Mehrgrofiensysteme iibertragen.
Dies werden wir bei der Diskussion der Ergebnisse beriicksichtigen, Um diesen Sach-
verhalt zu unterstreichen, werden die zur Veranschaulichung der Theorie gewiihlten
Beispiele zum Teil MehrgrisBensysteme sein. Wir setzen aufierdem voraus, dali alle
auftretenden Funktionen geniigend oft differenzierbar sind.

Prinzipiell werden zwei Arten von exakter Linearisierung unterschieden: die exakte
Zustands-Linearisierung und die exakte Eingangs/Ausgangs-Linearisierung, oft auch
nur Eingangs/Ausgangs-Lincarisicrung genannt, Bei der exakten Zustands-Linearisie-
rung wird ein nichtlineares System

&= f(x)+g(a)u (1)
mit Zustand = € /" und Eingang « € /7, in ein lineares System gleicher Ordnung,
aber mit einem neuen Eingang o

z=Az+ b (2)

fiberfiihrt. Die Theorie der exakten Linearisierung setzt meist voraus, dall der Eingang
i, wie in (1), affin in die rechte Seite der nichtlinearen Differentialgleichung eingeht.
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Falls das zu regelnde System in allgemeiner nichtlinearer Form
z = flx,u)

vorliegt, kann es zum Beispiel durch eine zusiitzliche Integration des Eingangs (it = w)
in ein System mit (neuem) affinem Eingang «w iiberfiihrt werden

d x| | Flaw) 0
alo]-[" ][]

Bei der exakten Zustands-Linearisierung wird der EinfluB des Eingangs auf die Zu-
stiinde linearisiert. Bei der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung (E/A-Lineari-
sierung) wird ein nichtlineares System mit Ausgang i

@ = f(e)+glz)

P (3

y = hiz)
in ein System iiberfiihrt, das lineares Eingangs/Ausgangs-Verhalten zeigt. Im Fre-
quenzbereich besteht also zwischen dem Laplace-transformierten Ein- bzw. Ausgang

ein linearer Zusammenhang, der zum Beispiel mittels einer Ubertragungsfunktion G(s)
beschrieben werden kann

y(s) = G(s)u(s).

Es wird nur lineares Eingangs/Ausgangs-Verhalten gefordert. Der Einflub des Eingangs
auf die Zustinde darf bei der exakten E/A-Linearisierung weiterhin nichtlinear sein.

Gemiifl der Unterscheidung in exakte Zustands- und E/A-Linearisierung, ist dieser
Beitrag in zwei Teile gegliedert. Zuerst wird das Prinzip der exakten Zustands-Li-
nearisierung erliutert und diskutiert. Am Beispiel des in verschiedenen Beitriigen in
diesern Band benutzten und im Anhang genauer beschriebenen Testbeispiels Rithrkes-
selreaktor wird diese Vorgehensweise veranschaulicht und die Grenzen des Verfahrens
aufgezeigt. Uber unterschiedliche Niherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung
wird ein Uberblick gegeben. Im zweiten Teil werden Vorgehensweise und Grundla-
gen der exakten E/A-Linearisierung vorgestellt. Vor- und Nachteile des Verfahrens
werden hier am Beispiel der Regelung einer Zweistoffdestillationskolonne erliutert,
AbschlieBend wird ein Uberblick iiber Niiherungsverfahren zur E/A-Linearisierung
gegeben. Zwei Differentialoperatoren, die Lie-Ableitung und die Lie-Klammer, die
eine wesentlich kompakiere Schreibweise erlauben, werden im Anhang definiert.

Der vorliegende Beitrag ist im wesentlichen eine Uberarbeitung eines anliBlich des
VDI-GMA Aussprachetages , Nichtlineare Regelung” (13./14.5.93) in Langen verdf-
fentlichten Aufsatzes [1].
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2. Reglerentwurf mittels exakter Zustands-Linearisierung

Die Stabilisierung des nichtlinearen Systems (1) in einer ausreichend groBen Umge-
bung des Arbeitspunktes ist das Hauptziel beim Reglerentwurf durch exakte Zustands-
Linearisierung. Die Untersuchung der Stabilititseigenschaften und der Entwurf stabi-
lisierender Regler fiir nichtlineare Systeme ist im allgemeinen keine einfache Aufgabe.
Wenn allerdings das System (1) in einem ersten Schritt durch exakte Zustands-Line-
arisierung in ein lineares steuerbares System (2) dberfiihrt wird, kann Stabilitiit durch
eine lineare Zustandsriickfithrung

v=—hkTz (4)

einfach erreicht werden. Die Riickfiihrung k kann zum Beispiel mittels Verfahren zur
Polvorgabe bestimmt werden.

2.1 Prinzip der exakten Zustands-Linearisierung

Es ist eine bekannte Tatsache, dall manche Nichtlinearitiiten ihren Ursprung in ei-
ner ungiinstigen Wahl des Koordinatensystems haben. So konnen zum Beispiel viele
rotatorische Bewegungen durch ein lineares Differentialgleichungssystem beschrie-
ben werden, wenn der Modellierung Polarkoordinaten zugrundegelegt werden . Wenn
die gleiche dynamische Bewegung in kartesischen Koordinaten beschrieben wird,
erhiilt man hochgradig nichtlineare Gleichungen. Die Identifizierung derjenigen Ko-
ordinaten, die eine Beschreibung durch lineare Differentialgleichungen erlauben, ist
allerdings im allgemeinen eine nichttriviale Aufgabe. In den wenigsten Fillen werden
solche Koordinaten iiberhaupt existieren. Falls das nichtlineare System (1) durch eine
nichtlineare glatte und invertierbare Koordinatentransformation

z=T(z) = T4z (5)

in ein lineares System (2) iiberfiithrt werden kann, heillen die beiden Systeme zu-
standséiquivalent. Bedingungen, unter denen eine solche Transformation existiert und
wie man diese berechnet, wurden zuerst in [51] angegeben. Wie man vermuten kann,
existiert allerdings fast nie eine solche exakt linearisierende Transformation. Man
kann die Klasse der linearisierbaren Systeme allerdings wesentlich vergrébern, wenn
man zusitzlich zur Koordinatentransformation (3) noch ein nichtlineares statisches
Riickfiihrgesetz

u=oaflz)+ =z (6)

zuliiit. Dieses Riickfiihrgesetz besteht ius einem reinen Feedback-Anteil a(z) und
einem Term 4(z)v, der eine Art Eingangstransformation darstelll. Wenn das nicht-
lineare System (1) durch eine Transformation (5) und ein Riickfiihrgesetz (6) in ein
lineares System (2) mit neuem Eingang v iiberfiihrt werden kann, heiBt das System (1)
rickfiihr- oder feedback-iquivalent zum linearen System (2). Die Linearisierung mit-
tels Riickfithrung und Transformation wird als exakte Zustands-Linearisierung oder
Feedback-Linearisierung bezeichnet. Bedingungen, unter welchen ein nichtlineares
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System feedback-fiquivalent zu einem linearen ist und eine Vorgehensweise, wie die
linearisierende Transformation und Riickfithrgesetz berechnet werden kann, wurden
in allgemeinster Form zuerst unabhiingig voneinander in [39] und [44) angegeben. Fiir

spezielle Klassen von Systemen wurden Lésungen bereits in [8] und [23] verdffent-
licht.

Die exakte Linearisierung wird in zwei Schritten erreicht: zuerst wird das System (1)
in nichtlineare Regelungsnormalform [53, 76]

<3 = =3

5 (7
Zh = (=) +é(z)u

transformiert. Diese Normalform zeichnet sich dadurch aus, dab die ersten (n-1) Ko-
ordinaten in Form einer Integratorkette zusammenhiingen und die Nichtlinearitiiten
und der Eingang « nur in der n-ten Koordinate auftreten. Die Nichtlinearitiiten in
System (7) kénnen dann in einem zweiten Schritt durch die Riickfithrung

!
u=———7l=)+ r!)
32) ( (=)
kompensiert werden. Das exakt linearisierte System liegt anschliefend in Brunovsky-
Form [9]

: (8)

vor. Durch ein lineares Riickfiihrgesetz der Form (4) konnen die Pole von (8) beliebig
festgelegt werden. Der folgende Satz [39] gibt Bedingungen an, unter denen ein
nichtlineares System in Brunovsky-Form {iberfiihrt werden kann.

Satz I (Exakte Zustands-Linearisierung)

Genau dann, wenn

(i) rang [g{z}. rm’} glz),..., uu’::_! _r,l(a:]] =

(if) die Menge {g[:z:), rm‘} -1 - mf}"‘ g(a-.}l} fnvelutiv ist

kann das nichtlineare System (1) dureh die Koordinatentransformation
Ti(=)

L fT1 ()

%)
Ly iT(=)

in nichtlineare Regelungsnormalform (7) tberfithrt werden. Die Funkdon Ty(x) ist

dabei die Losung dexs linearen homogenen partiellen Differentialgleichungssystems
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erster Ordnung

L,y(=) = 0

me'_. _rlTl (']:] =0
: (10}
me;-u Jlz) = 0.
Das statische Riickfiihrgeseiz
G !f‘,";r'
w= ;l{z} (1)

T LT (=)
kompensiert die Nichilinearitdten und iberfithrt (7) in Brunovsky-Forn (8).

Die Differentialoperatoren L und «d beschreiben die Lie-Ableitung, bzw. Lie-Klam-
mer-Operation und sind im Anhang definiert. Bedingung (ii) bedeutet, daB die Lie-
Klammer von je zwei beliebigen Elementen der Menge eine Linearkombination der
Elemente der betrachteten Menge selbst sein muf:

adyglz),adyg(z)] = Y afw)adig(z)  fir jedes i, .
=1

Neben den notwendigen und hinreichenden Bedingungen, unter denen ein nichtlineares
System exakt zustandslinearisiert werden kann, gibt dieser Salz eine Berechnungsvor-
schrift fiir die linearisierende Transformation und Riickfiihrung: Um die nichtlineare
Koordinatentransformation zu berechnen, mull ein System von n linearen homogenen
partiellen Differentialgleichungen (PDGLn) erster Ordnung analytisch gelost werden,
Die Losbarkeit der PDGLn (10) ist durch Bedingungen (i) und (ii) garantiert und
die Gleichungen kénnen, zum Beispiel mit dem Charakteristikenverfahren, prinzipiell
gelost werden. Dennoch ist dies in den meisten Fillen praktisch kaum moglich. Be-
dingung (i) wird oft als eine Art Steuerbarkeitsbedingung interpretiert [62, 41], und ist
im allgemeinen nicht sehr einschriinkend. Die Involutivititsbedingung (ii) ist dagegen
sehrrestriktiv. Nur eine kleine Klasse von dynamischen System kann demzufolge exakt
zustandslinearisiert werden. Die Uberpriifung der beiden Bedingungen und die Losung
der PDGLn wird man im allgemeinen rechnergestiitzt mit Hilfe sogenannter Computer-
Algebra-Systeme, wie z.B. Macsyma oder Maple durchfithren (z.B. [21, 7]). Die
Aufsiitze von Schlacher/Kugi und Rothfufi/Zeitz in diesem Buch gehen nither auf
diese Prablematik ein.

2.2 Regelung eines Rihrkesselreaktors mittels exakter Zustands-Linearisie-
rung

Die exakte Zustands-Linearisierung durch Transformation (9) und Riickfithrung (11)

kann nicht immer global erreicht werden. Sie gilt nur in dem Bereich des Zustands-

raumes, in dem (9) invertierbar ist und in dem (11) keine Singularitiiten aufweist.

Am Beispiel der Regelung des im Anhang beschriebenen Riihrkesselreaktors zur
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Cyclopentenol-Synthese soll ein Gefiihl fiir die Einschriinkungen durch Bedingun-
gen (i) und (ii) und fiir den notwendigen Aufwand zur Reglerberechnung vermittelt
werden.

Der Riihrkesselreaktor wird durch ein nichtlineares System von vier Differentialglei-
chungen beschrieben (siche Gln. (1)-(4) in [48]). Als StellgroBen stehen die Raum-
geschwindigkeit vin und die Kiihlleistung (), zur Verfiigung. Der Riihrkesselreaktor
ist folglich ein MehrgréBensystem. Die Berechnung von Lie-Ableitungen und Lie-
Klammern mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen ist prinzipiell kein Problem.
Ohne Schwierigkeiten konnen deshalb die zustandsabhiingige 4x4 Matrix in Bedin-
gung (i) und die Menge in Bedingung (ii) berechnet werden. Wesentlich aufwendiger
ist hingegen die Untersuchung der Rang- und der Involutivititsbedingung in der fiir
das dynamische Verhalten relevanten Umgebung des Arbeitspunktes. Im Falle des
vollstindigen Riihrkesselreaktormodells ist eine Untersuchung auf Involutivitit mit
verniinftigem Rechenaufwand auch nicht unter Zuhilfenahme von Computer-Algebra-
Systemen, moglich. Daraus kann man bereits auf die , Hoffnungslosigkeit® schlieBen,
eine Losung des PDGL-Systems (10) zu berechnen. Dies ist durchaus typisch fiir ein
nichtlineares System vierter oder hoherer Ordnung. Im Falle des Riihrkesselreaklors
kann jedoch aus physikalischen Uberlegungen eine Transformation auf Regelungsnor-
malform hergeleitet werden:
ey

ra
= W1y
CAD—TA

L

Das System vierter Ordnung kann also mit den beiden Stellgriben VLH und (), exakt
zustandslinearisiert werden, wenn alle ZustandsgroBen mefBbar sind. Wenn aber nur
eine Stellgrole ,:',—H oder (), zur Verfiigung steht. ist dies nicht mehr miglich, obwoh!
das System mit jeder dieser beiden Stellgroben steuerbar ist.

2.3 Einschitzung der exakten Zustands-Linearisierung

Wie bereits aus der obigen Diskussion folgt, ist eine exakte Zustands-Linearisierung
eines nichtlinearen Systems nur in wenigen Fiillen mioglich. Speziell die Involutivitiits-
bedingung ist nur fiir eine sehr kleine Klasse von Systemen erfiillt. Selbst wenn fiir eine
Anwendung Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind, ist es im allgemeinen fiir Systeme
der Ordnung vier und héher extrem aufwendig, wenn nicht unméglich, eine analyti-
sche Losung zu finden, Die Unterstiitzung durch Computer-Algebra-Systeme ist dabei
zumeist unverzichtbar, In Spezialfiillen konnen auch Systeme hherer Ordnung exakt
zustands-linearisiert werden (siehe z. B. [28]). Die Transformationsbezichungen und
das Riickfiihrgesetz werden dann aber zumeist extrem komplex. Die Implementierung
der Riickfiihrgleichungen kann leicht, wie in [28 ], mehrere tausend Seiten Computerco-
de erfordern. Wie im Beispiel des Riihrkesselreaktors kann in vielen Fiillen die Losung
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Ty(=) der partiellen Differentialgleichung (10) direkt aus physikalischen Uberlegungen
gefunden werden. Hilfreich ist dabei die Interpretation von Ty (a) als , linearisierender
Ausgang" von System (1) (vergleiche Abschnitt 3.1).

Das statische Riickfiihrgesetz (11) setzt die MeBbarkeit des gesamten Zustands vor-
aus. Nur in wenigen praktischen Fillen ist diese Voraussetzung erfiillt, so daB im
allgemeinen ein Beobachter zur Rekonstruktion der Zustiinde eingesetzt werden mub.
Die Berechnung von Beobachtern fiir nichtlineare Systeme ist ein nichtiriviales Pro-
blem (sieche 2. B. den nachfolgenden Beitrag von Schaffner und Zeitz). Zudem kann
aus der Stabilitiit von Zustandsriickfiithrung und aus der Stabilitit des Beobachters im
Nichtlinearen auch nicht auf die Stabilitiit des Gesamlisystems geschlossen werden.
Aublerdem wird statt der exakten Linearisierung des Gesamtsystems im allgemeinen
auch nur eine asymptotische exakte Linearisierung erreicht, da der Beobachter nur
asymptotisch auf die korrekien Zustandswerte einschwingen wird.

Fiir praktische Anwendungen nichtlinearer Reglerentwurfstechniken sind Robustheits-
eigenschaften von zentraler Bedeutung, Wenn Modellunsicherheiten, zum Beispiel in
Form unsicherer Parameter, vorhanden sind, kann hier keine Robustheit garantiert wer-
den. Diese fehlende Robustheitsgarantie bezieht sich zum einen auf die Stabilitit des
Systems. Zum anderen wird auch die exakte Linearisierung nicht robust erreicht: Klei-
ne Fehler in den der exakten Linearisierung zugrundeliegenden Modellgleichungen
kinnen die Linearitiit des kompensierten Systems vollstindig zerstdren. Fiir bestimm-
te Fehlerklassen konnen jedoch zum Teil Stabilitiitsaussagen gemacht werden. In [13]
wird zum Beispiel ein linearer Reglerentwurf fiir die exakt linearisierten Systeme
vorgeschlagen, der Stabilitiit trotz normbeschriinkter Modellfehler garantiert.

Um die Darstellung kompakt zu halten, wurde die exakie Zustands-Linearisierung
nur fiir Eingroflensysteme vorgestellt. Die Theorie ist leicht auf Systeme mit mehre-
ren Eingilingen zu {ibertragen [41. 62, 6Y]. Durch zusiitzliche dynamische Anteile im
linearisierenden Riickfiihrgesetz kann im Falle von Mehrgréliensystemen die Klasse
der linearisierbaren Systeme vergridhert werden |17]. Bei Eingriflensystemen ist dies
nicht der Fall.

In vielen praktischen Fiillen ist man aufler an der Stabilitiit des Regelsystems zusiitzlich
am Regelverhalten ausgewiihlter Regelgrien interessiert. Am Beispiel der Regelung
des Riihrkesselreaktors ist speziell das dynamische Verhalten der Konzentration ¢g von
Cyclopentenol von Bedeutung. Im transformierten Koordinatensystem ist die interes-
sierende Regelgrofie im allgemeinen eine nichtlineare Funktion der transformierten
Zustiinde. Deshalb ist der Entwurf von Reglern, die eine gewiinschte Regelgiite garan-
tieren, trotz der Linearitiit der Zustiinde nicht einfach.

Zusammenfassend kommt der exakten Zustands-Linearisierung, wegen der restrikti-
ven Voraussetzungen fiirihre Anwendbarkeit und dem hohen Aufwand zur Berechnung
der Transformation und des Riickfiihrgesetzes, keine groBe praktische Bedeutung zu.
Weitere Nachteile dieses Verfahrens sind die im allgemeinen hohe Komplexitiit des
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Riickfiihrgesetzes und das beschriinkie Ziel der ausschlieBlichen Stabilisierung des
Systems. Die theoretische Bedeutung der exakten Zustands-Linearisierung muB aber
herausgestellt werden. So erlaubt die zugrundeliegende Theorie zum Beispiel cine
Klassifizierung nichtlinearer Systeme und hat zur Definition wichtiger Systemeigen-
schaften fiir nichtlineare Systeme gefiihrt.

2.4 Niherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung

In den vergangenen Jahren wurden Niiherungsverfahren zur Zustands-Linearisieru ng
vorgeschlagen, die die Praktikabilitit dieser Methode erhdhen sollen. Durch die Auf-
gabe des Exaktheitsanspruches soll in erster Linie die Klasse der linearisierbaren Sy-
steme vergrolert werden, Zusiitzlich wird eine Vereinfachung der Reglerberechnung
angestrebt. Im folgenden wird ein Uberblick iiber vier Verfahren zur niiherungsweisen
Zustands-Linearisierung gegeben; die Poincaré-Linearisierung, Extended Lineariza-
tion, Pseudo-Linearisicrung und die Uniform System Approximation. Fiir ,Extended
Linearization" und ,,Uniform System Approximation* haben sich keine deutschen
Begriffe durchgesetzt.

Poincaré-Linearisierung

Die Poincaré-Linearisierung geht auf [52] zuriick. Dieses Verfahren hat seinen Na-
men in Anlehnung an Arbeiten von H. Poincaré erhalten, der sich zu Beginn dieses
Jahrhunderts mit Normalformen fiir dynamische Systeme beschiftigt hat [65].

Bei der exakten Zustands-Linearisierung werden die Nichtlinearititen vollstindig
kompensiert. Stellt man sich das kompensierte System als in einer Taylor-Reihe
entwickelt vor, werden alle nichtlinearen Terme ab dem quadratischen Glied durch
Transformation und Riickfiihrung exakt kompensiert. Dagegen werden bei der Poin-
caré-Linearisierung nicht alle Terme hoherer Ordnung kompensiert sondern nur die
ersten nichtlinearen Glieder der Taylor-Reihe. Die Arbeiten zu diesern Gebiet (z. B. [56,
47, 54]) beschriinken sich darauf, die quadratischen und kubischen Terme zu kompen-
sieren. Eine Erweiterung dieser Verfahren zur Kompensation von nichtlinearen Termen
beliebiger Ordnung ist ohne Probleme miglich,

Wir betrachten System (1), das in eine Taylor-Reihe entwickelt wird
@ = Az + bu + f“](z} +g|l]{:c} T (_}['H}{:c. ).

Die Entwicklung wird nach dem Glied zweiter oder dritter Ordnung abgebrochen, ie
nachdem, ob eine Kompensation der quadratischen oder auch der kubischen Terme
erreicht werden soll. Die in Klammern hochgestellten Indices geben die Ordnung der

entsprechenden Terme an. So ist zum Beispiel der Ausdruck f["‘](:n} eine quadratische
Form

f”](z] =z’ Pa.
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Im ersten Schritt wird auf der Basis des linearisierten Systems (A, b) ein linearer Regler
w=—k7-x

entworfen, so dalb der um den Arbeitspunkt lincarisierte geschlossene Kreis mit
F=A—bk" die pewiinschten Eigenschaften besitzt. In den weiteren Schritten wer-
den sukzessive die Terme zweiter bzw, dritter Ordnung kompensiert, Dazu wird das
System durch dic Transformation

21 =:L'—(;‘r“’{:l:} (12)

in ein System iiberfiihrt, dessen linearer Anteil durch die spezielle Form von (12) un-
veriindert bleibt. Deshalb wird Transformation (12) in der englischsprachigen Literatur
auch als near identity transformation bezeichnet, Die quadratische Funktion ¢¥(z)
wird dabei so gewiihlt, da3 das transformierte System Regelungsnormalform besitzt,
wenn nur Terme zweiter Ordnung beriicksichtigt werden. Man kann einfach zeigen,
dafl mit einem Riickfiihrgesetz der Form
- by — 3P(z)
B b, + .-ﬁ[‘]{:r:} :
die nichtlinearen Terme zweiter Ordnung kompensiert werden, ohne den linearen
Anteil zu veriindern. Dabei stellt /,, die n-te Komponente des Eingangsvektors b dar.
Transformation (12) und Riickfithrung (13) fithren folglich auf ein System

(13)

2y = Fzy + bo + OB H{ 21,00,

das keine nichtlinearen Terme zweiter Ordnung besitzt. Falls gewiinscht, kann dieses
System in einem weiteren Schritt durch eine Transformation

2z, =z —oPl(z;) (14)

und ein entsprechendes Riickfiihrgesetz in ein System ohne guadratische und ohne
kubische Terme tiberfiihrt werden. Diese Vorgehensweise it sich bis zur gewiinschten
Genauigkeit fortfiihren.

Die exakte Zustands-Linearisierung ist in gewissem Sinne ein , globales” Resultal, da
die Linearisierung in einem unter Umstinden sehr groien Bereich des Zustandsraumes
exakt erreicht wird, Bei der Poincaré-Linearisierung betrachtet man die Taylor-Reihe
um einen Arbeitspunkt. Die Linearisierung ist also zwangsliufig lokaler Natur und nur
in der Umgebung dieses Arbeitspunktes giiltig. Bei Anderungen der Fiihrungsgrofic
oder bei Stérungen. die dus System weit aus seinem Arbeitspunkt auslenken, kann man
daher keine niiherungsweise Linearisierung des dynamischen Verhaltens erwarten.

Die Bedingungen, unter denen eine nitherungsweise Linearisierung durch Kompensa-
tion von Gliedern hherer Ordnung moglich ist, sind wesentlich weniger restriktiv als
bei der exakten Linearisierung. Die Rang- und Involutivitiitsbedingungen der exakien
Linearisierung miissen nur niherungsweise erfiillt sein, d. h. nur fiir Terme in der Tay-
lorentwicklung bis zu der Ordnung, die kompensiert werden soll, Fiir das vollstindige
Riihrkesselreaktormodell vierter Ordnung, fiir das die Bedingungen zur exakten Li-
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nearisierung nicht mehr einfach iiberpriift werden konnen, ist eine niherungsweise
Linearisierung zweiter bzw. dritter Ordnung auch fiir den mit nur einer StellgroBe
gesteuerten Reaktor moglich. Wenn die Rang- und Involutivititsbedingungen fiir eine
bestimmte Ordnung nicht erfiillt sind, kann trotzdem eine nitherungsweise linearisie-
rende Losung gefunden werden, die das Problem (im Sinne einer bestimmten Metrik)
bestmoglich lost [54].

Die Berechnung der Transformationen (12), (14) usw. und der Riickfiihrungen (13)
usw. ist unkompliziert. Da fiir alle Terme $(x), usw. die Struktur vorgegeben ist,
miissen nur die Polynom-Koeffizienten berechnet werden. Mit Ausnahme der Berech-
nung der Taylor-Reihe, werden nur algebraische Operationen bendtigt, die mit numeri-
schen Programmen schnell und zuverliissig ausgefiihrt werden kénnen. Von Krener und
Mitarbeitern wurde ein Programm auf der Basis von MATLAB entwickelt [54], das die-
se Berechnungen bis zur Kompensation von Gliedern beliebiger Ordnung durchfiihrt.
Der Aufwand fiir Approximationen héherer Ordnung steigt allerdings kombinatorisch
mit der Zahl der Polynomkoeffizienten in ¢, 3, & usw. Den Autoren ist keine praktische
Anwendung mit Niherungen hiherer als dritter Ordnung bekannt,

Esist eine grolle Stitrke der Poincaré-Linearisierung, duB der Zustand des kompensier-
ten Systems in linearer Nitherung mit dem physikalischen Zustand des Originalsystems

iibereinstimmi, wodurch das kompensierte System ebenfalls physikalisch interpretiert
werden kann,

Fiir Systeme mit gleichbleibendem Arbeitspunkt bietet die Poincaré-Linearisierung ei-
ne attraktive Alternative zur exakien Linearisierung. Durch Kompensation von quadra-
tischen und kubischen Termen ist oft eine wesentliche Verbesserung des Regelverhal-
tens gegentiber rein linearen Entwiirfen zu beobachten, ohne daB die einschriinkenden
Bedingungen der exakten Linearisierung erfiillt sein miissen. In manchen Fillen ist ei-
ne ausreichende Konvergenz der Losung aber erst fiir sehr hohe Nitherungsordnungen
zu beobachten. Hiufig ergeben sich dann auch sehr grofie Werte fiir die Polynom-
Koeffizienten der Transformationen (12), (14) usw. und der Riickfiihrung (13) usw.
und eine Kompensation mit zu niederer Niiherungsordnung fiihrt zu Stabilitiitsproble-
men und starken Einbuflen in der Regelgiite.

Extended Linearization

Durch Variation des stationiiren Eingangs «, veriindert sich dic Ruhelage =, des Sy-
stems. Fiir ein nichtlineares System ist im allgemeinen die Arbeitspunktlinearisierung
um jede dieser Ruhelagen verschieden. Bei der Extended Linearization [6, 68, 73]
wird das nichtlineare System so geregelt, daB die Arbeitspunktlinearisierung um je-
de, durch Variation des stationiiren Eingangs erreichbare Ruhelage, dieselben Pole
ergibt. Die charakteristische Gleichung des Systems ist demnach invariant gegeniiber
dem gewiihlten Arbeitspunkt. In der Umgebung jeder méglichen Ruhelage ergibt sich
demzufolge ein dynamisches Verhalten, das durch dieselben Pole bestimmt ist.
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Die Berechnung des Regelgesetzes erfordert die Parametrisierung aller moglichen Ru-
helagen. Ublicherweise werden die Ruhelagen als Funktion des stationiiren Eingangs
1, berechnet. Der Einfuchheit halber nehmen wir an, daB keine mehrfach stationiiren
Zustiinde existicren, Aus

0= flz,) +gle) -
kann dann

z, = f(u,) (15)
bestimmt werden. Die Arbeiispunktlinearisierung des nichtlinearen Systems um jede
Ruhelage wird in analoger Weise mit @ = =, 4 ar usw. parametrisiert und x, durch

(15) ersetzt. Das (Jacobi-)linearisierte System ist dann nur vom Wert des stationiiren
Eingangs u, abhiingig:

ar = Alu,)ar + bl ). (16)

Mit Hilfe der Ackermann-Formel, oder anderer Polvorgabeverfahren, kann dann ein
lineares Riickfiihrgesetz

Al = —qT(u_..J - ar

berechnet werden, fiir das die Pole des so geschlossenen lincarisierten Kreises vorge-
gebene Werte annehmen

det, (,\f - Alu,) + b{u,)q"r[us}) EE (L T O L SR L

Die Riickfiihrverstiirkung g(u,) ist natiirlich abhiingig von w,. Durch Integration kann
nun ein nichtlineares Riickfiihrgesetz k(x) gefunden werden, dessen Linearisierung
um jeden Arbeitspunkt gerade der Riickfithrverstiirkung g(u, ) entspricht

kT ()

- = g7 (). (17
iz

&=fiu)

Man berechnet also eine Art kontinuierliches gain-scheduling Regelgesetz. In [6] wird
gezeigt, dab die Integration von (17) genau dann moglich ist, wenn das lincarisicrte
System (16) fiir alle Ruhelagen, d. h. fiir alle Parameterwerte u,, steuerbar ist. Die-
se Bedingung stellt keine grole Einschriinkung dar. Die stiirkste Einschrinkung der
praktischen Anwendburkeit ergibt sich durch die notwendige Parametrisierung der Ru-
helagen. Nur in wenigen Fiillen wird die Funktion F in (15) explizit berechnet werden
konnen. Wegen der in den Differentialgleichungen aufiretenden Exponentialfunktio-
nen ist dies zum Beispiel fiir den Riihrkesselreaktor vierter Ordnung nicht méglich.
Allerdings kann in vielen Fiillen die Parametrisierung fiir die interessierende Betriebs-
umgebung niherungsweise berechnet werden. Im Beispiel Riihrkesselreaktor ist eine
lineare Approximation der Exponentialfunktion ausreichend. Eine Parametrisierung
durch die Temperatur T im Reaktor, anstelle des stationiiren Eingangs u;, ist ebenfalls
denkbar. Die weiteren Berechnungen, also die Losung des Polvorgabeproblems und
die Integration von (17), sind zwar aufwendig aber zumeist unkritisch. Baumann und
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Rugh schlagen ein Nitherungsverfahren auf Grundlage der Taylorentwicklung vor, um
die Berechnung zu vereinfachen [6].

Das Ziel der Extended Linearization ist wesentlich weniger ambitioniert als das der
exakten Linearisicrung oder auch anderer Niherungsverfahren: Durch Vorgabe der
Pole kann das dynamische Verhalten des geschlossenen Kreises nur in beschriinktem
Umfang geformt werden. Die Pole des linearisierten Systems sind auch nur dann aus-
sagekriiftig, wenn sich das System in der Umgebung einer (wenn auch beliebigen)
Ruhelage befindet und wenn die dynamischen Ubergiinge zwischen unterschiedlichen
Ruhelagen langsam genug erfolgen. Die Stabilitdt des geschlossenen Kreises sollte
stets getrennt untersucht werden. Der Vorteil gegeniiber der Poincaré-Linearisierung,
die nur Aussagen in der Umgebung eines Arbeitspunktes zuliiBt, ist die globalere Be-
trachtungsweise. Im Beitrag von Klatt und Engell in diesem Band werden die Extended
Linearization und weitere verwandte Vorgehensweisen ausfiihrlich besprochen.

Pseudo-Linearisierung

Die Pseudo-Linearisierung, die unabhiingig zur Extended Linearization von Cham-
petier, Reboulet und Mitarbeitern [66, 15, 74, 16, 67] entwickelt wurde, ist vom
Prinzip her eine Verallgemeinerung der Extended Linearization. Das zu berechnende
Riickfiihrgesetz soll nicht nur bewirken, daff die Pole des um jede Ruhelage lineari-
sierten Systems immer dieselben sind, sondern das linearisierte System selbst soll das
gleiche sein. Anders als bei der Extended Linearization wird das Ziel durch eine nicht-
lineare Koordinatentransformation und ein nichtlineares Riickfiihrgesetz erreicht. Im
ersten Schritt muB auch hier eine Parametrisierung der Ruhelagen, z. B. analog (135),
berechnet werden. Die Transformation

z="Tlz) (18)
und das kompensierende Riickfithrgesetz

v =Tz, u) (19)
werden hier durch Integration der Vektor-Funktionen ¢, berechnet

ATy, = oy (20)

Die Funktion «, ist Losung des linearen Gleichungssystems
al A 'b=0 i= e n—1 (21)

fiir jede Ruhelage. Das Paar (A, b) ist dabei analog (16) definiert. Die weiteren Funk-
tionen «; werden sukzessive aus

Il

cr;r-.'l'_l g = g

[ T ur'_{ - [zl b]

oy

berechnet. Transformation (18) und Riickfiihrung (19) tiberfiihren das nichtlineare
System in eine Form, deren Linearisierung, unabhiingig vom Arbeitspunkt, Brunovsky-
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FForm ergibt.

Gleichung (21) ist mit (n-1) Gleichungen fiir n Unbekannie unterbestimmt, Demzufol-
ge existieren unendlich viele Losungen fiir das Pseudo-Linearisierungsproblem. Falls
das betrachtete System exaki zustandslinearisiert werden kann, gibt es eine Losung o,
von (21), die das exakie Linearisierungsproblem lést. Theoretisch kann diese Freiheit
dazu genutzt werden, um zum Beispiel ein moglichst einfaches Regelgesetz zu finden.
In der Praxis ist jedoch in den meisten Fillen nicht offensichtlich, welche Wahl von
aq zu einer vereinfachten Berechnung oder zu einem vorteilhaften Regelgesetz fiihrt.

Die Bedingungen fiir die Existenz einer pseudo-linearisierenden Transformation und
Riickfithrung sind wenig restriktiv. Fiir Eingrofiensysteme mul} das Paar (A, b) steuer-
barin der Umgebung jeder Ruhelage sein. Bei Mehrgriliensystemen miissen zusitzlich
die Steuerbarkeitsindices des linearisierten Systems (A, b) fiir jeden Arbeitpunkt gleich
sein. Gegeniiber der Extended Linearization kommt, zusitzlich zu den Schwierigkei-
ten bei der Parametrisierung der Ruhelagen, der durch die Integration (20) bedingte
Aufwand hinzu. Die Zielsetzung ist jedoch hier wesentlich anspruchsvoller, da nicht
nur die Pole, sondern die gesamte linearisierte Dynamik betrachtet wird.

Die Pseudo-Linearisierung ist besonders interessant, wenn hiiufige Wechsel der Be-
triebsbedingungen und somit des Arbeitspunktes erfolgen. Rein lineare Entwiirfe
fiihren hier in den meisten Fiillen zu unbefriedigendem Verhalten. Da keine Terme
hoherer Ordnung kompensiert werden, ist die Giite der Regelung im allgemeinen nur
in der Niihe eines (wenn auch beliebigen) Arbeitspunktes zufriedenstellend.

Uniform System Approximation

Die in [29, 30] begriindete Uniform System Approximation verbindet Ideen der Poin-
caré-Linearisierung und der Extended bzw. Pseudo-Linearisierung. Wie bei der Poin-
caré-Linearisierung werden Terme hitherer Ordnung des in einer Taylor-Reihe ent-
wickelten geschlossenen Kreises kompensiert. Dies erfolgt jedoch nicht nur in der
Umgebung einer Ruhelage wie bei der Poincaré-Linearisierung, sondern in der Um-
gebung aller Ruhelagen. Die niitherungsweise Linearisierung wird durch eine Trans-
formation und ein Riickfithrgesetz derart erreicht, dufl das kompensierte System
= Az 4 bo4+ OV =z v) Yu, = flz,)

nitherungsweise linear in der Umgebung aller Ruhelagen ist und zusiitzlich maximale
Ordnung p der Fehlerterme OU+) garantiert wird. Falls die Bedingungen fiir exakte Li-

nearisierung erfiillt sind, ist die Losung der Uniform System Approximation identisch
mit der Losung der exakien Linearisierung.

Im allgemeinen ist die Berechnung der nitherungsweise linearisierenden Riickfiihrung
und der Transformation bei diesem Verfahren ihnlich aufwendig wie bei der exak-
ten Zustands-Linearisierung. Die Berechnung erfordert die Lésung eines nichtlinearen
(konzentrierten) Differentialgleichungssystems und die Invertierung nichilinearer al-
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gebraischer Gleichungen. Zusiitzlich muli, wie bei der Extended Linearization und der
Pseudo-Linearisierung, eine Parametrisierung der Ruhelagen gefunden werden. Theo-
retisch ist die Klasse der so nitherungsweise linearisierbaren Systeme maximal. In
der Praxis scheitert dieser Entwurf aber zumeist an der, auch mit Hilfe von Computer-
Algebra-Systemen, nicht miglichen Berechnung. Die Uniform System Approximation
ist dartiber hinaus nur fiir Systeme mit einer skalaren EingangsgrioBe beschrieben. Eine
Erweiterung auf den Fall mehrere EingangsgrisBen erweist sich als recht schwierig.

3. Reglerentwurf mittels exakter Eingangs/Ausgangs-Linearisie-
rung

Fiir die meisten praktischen Regelprobleme ist eine reine Stabilisierung der Strecke
nicht ausreichend. Vielmehr hat der Anwender in der Regel eine relativ komplexe
Vorstellung davon. wie sich der geschlossene Kreis dynamisch verhalten soll. Ma-
thematisch wird dies im allgemeinen durch Anforderungen an spezielle Ausgiinge,
den Regelgrolien, ausgedriickt. Beim Reglerentwurf durch exakte Linearisierung des
Eingangs/Ausgangs-Verhaltens konnen solche Anforderungen an die gewiinschte Re-
gelgiite in einfacher Weise beriicksichtigt werden: Wird zuerst das Eingangs/Ausgangs-
Verhalten exakt linearisiert. kann mit Hilfe der sehr weit entwickelten linearen Rege-
lungstheorie in einem zweiten Schritt ein linearer Regler

v(s) = —N(s)y(s)

entworfen werden, der die Anforderungen an die Regelgiite erfiillt. Sich widerspre-
chende Entwurfsanforderungen und die Notwendigkeit, die physikalischen Zielset-
zungen in mathematische Entwurfsvorgaben zu iibersetzen, bedingen, daf die mei-
sten Reglerentwiirfe iterativ erfolgen. Wenn die Regelstrecke zuerst E/A-linearisiert
wird, konnen dicse lterationen vollstiindig im Linearen durchgefiihrt werden. Fiir
Systeme mit linearem E/A-Verhalten sind die Entwurfsschritte mit relativ geringem
Aufwand verbunden und es existiert eine Vielzahl von Methoden, um eine vorgege-
bene Regelgiite zu erreichen. Der aufwendige Linearisierungsschritt ist nur einmal
durchzufiihren. Dies stellt den grofiten Vorteil des Reglerentwurfs durch exakte E/A-
Linearisierung gegeniiber anderen nichtlinearen Verfahren dar.

3.1 Prinzip der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Die exakte Linearisieruny des Eingangs/Ausgangs-Verhaltens dynamischer Systeme
kann mit unterschiedlichen Ansiitzen erreicht werden. Neben der Linearisierung durch
Immersion [18] und auf der Basis von Volterra-Reihen [43], spielt vor allem der geo-
metrische Ansatz eine zentrale Rolle [49]. Fiir eine spezielle Klasse von Systemen
wird die Methode der E/A-Linearisierung bereits in [23] beschrieben. In diesem Auf-
satz werden wir uns auf die Darstellung und Diskussion des geometrischen Ansatzes
beschriinken.
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Um die Losung des exakten E/A-Linearisierungsproblems angeben zu konnen, bendti-
gen wir die Definition des relativen Grades eines nichtlinearen dynamischen Sy-
stems [34].

Definition I Derrelative Grad eines Systems der Form (3) ist die kleinste natiirfiche
Zahl v, fiir die

LUy h(z) # 0 (22)
eilt. Falls keine solche Zahl existiert ist v = oo.
Diese formale Definition kann einfach interpretiert werden: Der relative Grad » ist

diejenige zeitliche Ableitung des Ausgangs y, die erstmals vom Eingang u explizit
abhiingt:

dy
il Leh{a)
dy o
T = LI ha)
"y ; b
e = Litlz) + L, Ly iz,

Fiir lineare Systeme entspricht der relative Grad der Differenzordnung zwischen
Nenner- und Ziihlerpolynom der Ubertragungsfunktion. Bei nichtlinearen Systemen
ist der Ausdruck (22) cine Funktion des Zustands . und mufl in einer Umgebung des
stationiiren Punktes verschieden von null sein. Wenn L_.,L}"h{:l:} ungleich null in der
Umgebung des Arbeitspunktes aber gleich null am Arbeitspunkt ist, spricht man von
einem nicht wohl-definierten relativen Grad.

Die Linearisierung des Eingangs/Ausgangs-Verhaltens ist, wie bei der exakten Zu-
stands-Linearisierung, das Ergebnis eines zweistufigen Vorgehens: Zuerst wird das
System in eine geeignete Normalform transformiert und im zweiten Schritt werden die
Nichtlinearitiiten im E/A-Verhalten kompensiert. Die betrachtete Normalform ist die
sogenannte Byrnes-Isidori-Normalform [11] eines Systems (3) mit relativem Grad »:

d = =)

=1 = =]

.':) = T

L= a(z)+ Mz 23)
g1 = (=)

S0 = lz)

Wie bei der Regelungsnormalform sind die ersten r Koordinaten ausschliefilich durch
Integratoren verkniipft. Der Ausgang entspricht genau der ersten Koordinate =,. Der
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Eingang u beeinfluBt nur die r-te Koordinate. Die letzten (n-r) Koordinaten sind im
allgemeinen nichtlineare Funktionen des gesamten transformierten Zustands z. An-
hand dieser Darstellung kann der relative Grad  auch als die Anzahl der Integratoren
gedeutet werden, die der Eingang « zumindest ,durchlaufen” muB, bevor er den Aus-
gang y beeinflubt. Der relative Grad » ist somit ein MaB fiir die Mindestverzogerung im
E/A-Verhalten. Fiir jedes nichtlineare EingroBensystem mit relativem Grad » existiert
lokal eine Transformation = = 7'(a) auf Byrnes-Isidori-Normalform, die durch

hiz)
Lph(z)

T(x)=| Ly hiz) (24)
()
)
gegeben ist. Dabei konnen die Funktionen ¢,(x) immer so gewiihlt werden, daB die
Linearisierung von (24) um den Arbeitspunkt vollen Rang hat und, daf bei Eingrofien-

systemen zusiitzlich die Funktionen «;(z) in (23) nicht von u abhiingen. Anhand Nor-
malform (23) kann die Nulldynamik eines nichtlinearen Systems definiert werden [10].

Definition 2 Fiir ein nichtlineares Systems (3) wereen die letzten (n-r) Gleichungen
des in Normalforn (23 ) transformierten Systems
-'I'r+| =F ‘f|'+l{;J|:;[|J,___,|I‘_-‘+,,,__,;“'tr'

(25)

o= "I’rr(z”z:w ,,,,, gy amn ]

als Nulldynamik von System (3) bezeichnet, wenn die ersten r Koordinaten =;,i =
lyoooy v in (25) zu ntedl geserzt werden.

Mit den ersten » Koordinaten ist auch der Ausgang identisch gleich null und die
Nulldynamik kann folglich als nichtlineares Aquivalent der Nullstellen eines linearen
Systems gedeulet werden [45, 11]. In Analogie zur linearen Systemtheorie heift ein
nichtlineares System minimalphasig, wenn es eine stabile Nulldynamik besitzt, d.h.
das System (23) stabil ist.

Aus der Normalform (23) sieht man sofort, dal die Nichtlinearititen im E/A-Verhalten
zum Beispiel mit Hilfe des Riickfiihrgesetzes

= %Z—J (26)
kompensiert werden knnen. Im Kreis verbleibt die nichtlineare Nulldynamik, die das
E/A-Verhalten jedoch nicht beeinfluBt, da sie nicht beobachtbar ist. Interne Stabilitit
des geschlossenen Kreises ist somit nur gewiihrleistel, wenn das System minimalphasig
ist.
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Satz 2 (Exakte Eingangs/iAusgangs-Linearisierung [49])
Wenn cas nichtlineare System (3)
(i) einen wohl-definierten relativen Grad » besiizt
(ii)  minimalphasig ist
wird das EingangsiAusgangs-Verhalten von (3) durch die statische Zustandsritckfiih-
ring
. v— Lyl(z) T, ,."1';.._1[4}_”?(1!}
L, Ly i) L_.,L}"h(ﬂ:)
linearisiert. Das EIA-Verhalten wird dann durch
(is) = 4 (28)
ST ey T s o e
beschrieben, und das exake linearisierte System ist genau dann stabil, wenn (28) stabil
ist.

(27)

Der erste Term in (27) entspricht der Riickfiihrung (26) und iiberfiihrt, fiir sich allein
genommen, das E/A-Verhalten in eine Serienschaltung von r Integratoren. Die Pole
des E/A-linearisierten Systems konnen zusiitzlich iiber den zweiten Term durch Wahl
der skalaren Koeffizienten /4, vorgegeben werden.

Die Ordnung von (28) ist gleich dem relativen Grad » und ist damit kleiner als die
Ordnung von (3). Dies erkliirt sich durch die zusiitzlich im Kreis verbleibende nicht
beobachtbare Nulldynumik.

Bei Mehrgrifiensystemen mubl zusiitzlich zu Bedingungen (i) und (ii) die sogenannte
Entkopplungsmatrix der betrachteten Strecke nichtsinguliir sein, um mit der ange-
gebenen Vorgehensweise lineares E/A-Verhalten zu erzielen [41]. Falls diese Be-
dingung verletzt ist, kann unter Umstiinden durch ein dynamisches Riickfiihrgesetz
E/A-Linearitiit erreicht werden [40].

Zwischen Zustands- und E/A-Linearisierung besteht eine enge Verwandtschaft: Wenn
die Ausgangsfunktion i(a) in (3) so beschaffen ist. daf der relative Grad r gleich
der Ordnung » des Systems ist, hat das System keine Nulldynamik. Die Transforma-
tion (24) ist dann identisch mit der Transformation (9) und iiberfiihrt das nichtlineare
System in Regelungsnormalform, Als Alternative zur Lésung des partiellen Differenti-
algleichungssystems (10) kann folglich auch eine fiktive Ausgangsfunktion y = T (=z)
gesucht werden, fiir die der relative Grad » der Systemordnung n entspricht. Die Aus-
gangsfunktion 73 (2 ) nennt man dann einen linearisierenden Ausgang fiir System (1).
Falls die natiirliche Ausgangsfunktion h{x) zu einem relativen Grad fiihrt, der ge-
rade der Systemordnung entspricht, kiinnen gleichzeitig das Zustands- und das E/A-

Verhalten linearisiert werden. Man spricht dann von totaler oder vollstindiger exakrer

Linearisierung |38, 71]. Die Bedingungen fiir die totale Linearisierung sind extrem
einschriinkend. Dennoch sind cinige praktische Anwendungen bekannt (z. B. [36]).

Die Theorie der exakten E/A-Linearisierung liilit sich mit Einschriinkungen auch auf
diskrete Systeme (z. B. [58]) und Differential-Algebra Systeme [27] erweitern,
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3.2 Regelung ciner Destillationskolonne mittels exakter E/A-Linearisierung

Um einen Eindruck von der Leistungsfiihigkeit und vom notwendigen Aufwand fiir
den Entwurf eines Reglers mittels E/A-Linearisierung fiir eine praxisnahe Anwen-
dung zu geben, soll hier die Regelung einer Zweistoffdestillationskolonne untersucht
werden, In einer Zweistoffdestillationskolonne wird ein Gemisch aus zwei fliissigen
Stoffen in seine Bestandteile aufgetrennt. Eine Destillationskolonne kann hier als ein
MehrgréBensystem mit zwei Eingiingen w; und 1, und zwei zu regelnden Temperatu-
ren 7y und 7} behandelt werden. Beispielhaft betrachten wir die Trennung der beiden
Alkohole Methanol und Propanol in einer Kolonne mit 40 Béden. Die wichtigsten dy-
namischen Vorgiinge werden durch ein nichtlineares Modell 42ter Ordnung gut erfafit
[5]. Die Berechnung der Lie-Ableitungen in (27) fiihrt auf das statische Riickfithrgesetz

l : i ‘ F
Wy = A_,i{;r.'] : (( Kopyritgy — hzm--’-’z:ﬁ}’“l o “‘H:-'-’M — K 151:-1-'15)‘!’1 e

(war — s ) Wispivns — !\’l-ir"r"l-l.}‘ H-‘}) (29)

uy = Eﬁ'(['r"m — gy )eey b (g — @) vy 4
(g — was )iy — -*‘m]'“’l) (30)
mit
Ay () = (-TH — ) Wagprgg — W) — (rar — o ) I i5pimns — !’\.1-|:—1l-'|-1J{31)
und
o
Ky=——m"" (32)

14 (| —a)ay
Die Griflen .r; in (29)—(32) sind die Zustiinde des Kolonnemmodells (Konzentrationen
auf dem i-ten Boden), die gemessen werden miissen, w, ist die stationiire Zulaufmen-
ge und « ist die relative Fliichtigkeit von Methanol und Propanol, die als konstant
angenommen wird. Dieses Riickfiihrgesetz iiberfiihrt das System 42ter Ordnung in
zwei entkoppelte (lineare) Integratoren, die das E/A-Verhalten beschreiben. Die nicht
beobachtbare Nulldynamik ist stabil und von 40ter Ordnung. Die Komplexitit der
Riickfithrung (29) — (32) ist trotz der hohen Systemordnung des Kolonnenmodells nicht
sehr groB. Dies ist eine direkte Folge des niederen relativen Grades von eins fiir jeden
der beiden Ausgiinge. Nur sechs der 42 Zustiinde werden in (29) — (32) zuriickgefiihrt.
Dies vereinfacht den MeBaufwand wesentlich, Fiir das E/A-linearisierte System wer-
den zwei dezentrale PI-Regler (Bild 1) entworfen, um die geforderten Spezifikationen
an die Regelgiite zu erfiillen. Das Regelverhalten des geschlossenen Kreises bei ei-
ner sprungformigen Zulaufstorung zum Zettpunkt { = 2h ist in Bild 2 dargestellt. In
den Simulationen wird die Kolonne durch ein derailliertes Modell 320ter Ordnung
repriisentiert. Dadurch konnen Aussagen iiber die Robustheit der Regelung gemacht
werden, Die durchgezogene Kurve in Bild 2 zeigt das Verhalten des auf E/A-Lineari-
sierung basierenden Reglers, Die gestrichelte Kurve zeigt das Verhalten eines linearen
H..-optimalen Reglers mit gleicher Bandbreite [4], Das bessere Regelverhalten durch
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Bild I: Regelungsstruktur fiir Destillationskolonnenregelung.

die nichtlineare Kompensation ist deutlich zu erkennen. Die linearen PI-Regler in
Bild | sind so ausgelegt, daB eine gute lineare Stabilitiitsteserve garantiert ist. Man
konnte nun folgendermabBen argumentieren: Das nichtlineare Modell, auf dem der
Reglerentwurf basiert, ist potentiell sehr ungenau. Deshalb miifite eine VergroBerung
der linearen Stabilitiitsreserve dic Robustheit der Stabilitit des nichtlinearen Kreises
erhahen. Bild 3 zeigt das Verhalten des geschlossenen Kreises, wenn der nichtlineare
E/A-linearisierende Regler in Bild 1 beibehalten wird, aber die PI-Regler so ausgelegt
werden, dab sie eine grisiere lineare Stabilitiitsreserve bewirken. Die Vergrifierung der
linearen Stabilitiitsreserve bewirktaber die Destabilisierung des Kreises. Der Grund fiir
dieses, auf den ersten Blick iiberraschende, Verhalten sind die nach der E/A-Linearisie-
rung im Kreis verbleibenden Nichtlinearitiiten, die auf Medellfehler zuriickzufithren
sind. Diese Nichtlinearitiiten wirken destabilisierend. Die VergroBerung der linearen
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%3442 [Kl361 g

343 . Bl — 359. 11—
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Bild 2: Dynamisches Verhaltien der geregelten Destillationskolonne nach einer
sprungfirmigen Storung in der Kolonnenzulaufkonzentration um  15%
(wg = 503).
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Bild 3;: Dynamisches Verhalten der geregelien Destillationskolonne nach einer
sprungformigen Storung in der Kolonnenzulaufkonzentration um 15%
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Stabilitiitsreserve, die hier eine Reduktion der Bandbreite bewirkt, fithrt dazu, dal
die nichtlinearen Effekte gegeniiber den linearen Effekten {iberwiegen und verursacht
somit die Destabilisierung. Dieses Beispiel zeigt deutlich, daB lineare Robustheitsargu-

mente beim Entwurf der linearen Regler fiir den E/A-linearisierten Kreis mit Vorsicht
gebraucht werden miissen,

3.3 Einschiitzung der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Anders als bei der exakten Zustands-Linearisierung sind die Bedingungen, unter de-
nen das E/A-Verhalten eines dynamischen Systems linearisiert werden kann, fiir eine
groBe Klasse von Systemen erfiillt. Die Forderung nach Minimalphasigkeit ist dabei die
einschriinkendste Voraussetzung. So hat zum Beispiel der, im Kapitel iiber Zustands-
Linearisierung behandelte Riihrkesselreuktor eine instabile Nulldynamik und kann
damit nicht exakt E/A-linearisiert werden. Die Berechnung des Riickfiihrgesetzes (27)
istunkompliziert (Berechnung von Lie-Ableitungen), kann aber unter Umstinden auf-
wendig sein. Im allgemeinen empfiehlt sich die Verwendung von Computer-Algebra-
Systemen. Anders als bei der exakten Zustands-Linearisierung ist es hier jedoch nicht
notig die Transformation (24) explizit zu berechnen.

Das Riickfiihrgesetz (27) setzt die MeBbarkeit des gesamten Zustands voraus. Wie
im Falle der Zustands-Linearisierung wird dadurch die Praktikabilitiit des Verfahrens
eingeschrinkt. Mit dem Verfahren der asymptotisch exakten Linearisierung [25, 24,
27] kann das EfA-Verhalten durch eine Ausgangsriickfiilhrung asymptotisch exakt
linearisiert werden. Die Grundlage dieser Vorgehensweise bildet dabei die exakte Li-
nearisierung eines hinreichend genauen Modells unter Echizeitbedingungen, dessen
Zustiinde natiirlich , gemessen™ werden konnen. In einem zweiten Schritt, der nur die
Messung der ProzeBausgiinge voraussetzt, wird unabhiingig von der exakten Lineari-
sierung des Modells die Konvergenz des realen Prozesses gegen das Prozefimodell
sichergestellt.
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Unter Umstiinden werden grofle Amplituden der Stellgréie bendtigt um ein lineares
E/A-Verhalten zu erreichen. Dies ist eine direkte Konsequenz der Forderung nach Li-
nearitiit: Auch in den , Richtungen®, in denen das System von Natur aus eine geringe
Verstirkung besitzt, zwingt man der Strecke eine lineare Verstirkung der Eingangssi-
gnale auf. Das Verfahren der exakten Linearisierung kann eine solche , Direktionalitit”
eines nichtlinearen Systems nie beriicksichtigen oder gar ausnutzen. Vielmehr wird,
auf Kosten der Stellgribe, ein lineares und damit vollstindig gleichformiges Ver-
halten erzwungen. Da der Ausgang dieser Regler nur eine reglerinterne Grobe (die
Eingangsgrabe v) ist, kinnen StellgroBenbeschriinkungen (oder eine Gewichtung der
StellgroBe) auch beim Entwurf der linearen Regler fiir das E/A-linearisierte System
nicht explizit beriicksichtigt werden.

Neben den Stellgrofien o wirken im allgemeinen Stérungen d auf das System, die im
Modell beriicksichtigt werden kiinnen

& = fla)+g(z)e+plx)d
y = h{x).

Analog zum relativen Grad », der Stellgrolle «, kann auch der relative Grad r,; der
Storgrife d definiert werden, Durch Transformation des um die Stérungen erweiterten
Systemns auf Byrnes-lsidori-Normalform sieht man sofort, dal Stérungen mit relati-
vem Grad r, > r, durch das linearisierende Riickfiihrgesetz (27) vollstiindig entkop-
pelt werden. Falls Stérungen mit 1y = i, gemessen werden kinnen, kann durch eine
zusiitzliche StorgroBenaufschaltung deren vollstindige Entkopplung erreicht werden
[35, 42]. Stérungen, die nicht automatisch entkoppell werden, beeinflussen die Dyna-
mik nach der Linearisierung des E/A-Verhaltens im Regelfall in einer nichtlinearen
Weise. Das folgende einfache Beispiel zeigt mdgliche Probleme.

Beispiel:
Wir betrachten die durch

=1+ ) ut+d)

beschriebene nichtlineare skalare Strecke. Die Stérgrific d greift direkt am Strecken-
eingang an. Mit Gleichung (27) berechnet man leicht eine linearisierende Rifckfiihrung
e (33)

1 _|_ .!'2
die den Pol des geschlossenen Kreises zu1 s = —| bestimmt. Eine kurze Rechnung
zeigt aber, dall der mit (33) geschlossene Kreis fiir Stérungen |d| > 1 instabil ist (sog:fr
in endlicher Entweichzeit). Dies ist eine direkte Folge der E/A-Linearisierung. Wie
man leicht zeigen kann, stabilisiert dagegen die einfache lineare Riickfiihrung

= —u

die Strecke fiir alle Storungen d, Das destabilisierende Verhalten der E/A-lineari-
sierenden Riickfithrung kann als eine Verletzung des Inneren-Modell-Prinzips [22]
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gedeutet werden: Nach der Linearisierung des E/A-Verhaltens verbleibt im Kreis keine

Dynamik, die der ,stiirker als linear eingreifenden Storung ((1 412 )d) entgegenwirken
kénnte.

Uber Robustheitseigenschaften der Methode der exakten E/A-Linearisierung kinnen
keine allgemeinen Aussagen gemacht werden. Dies ist aber fiir fast alle nichtlinea-
ren Entwurfstechniken der Fall und liegt vor allem an der fehlenden systematischen
Beschreibungsméglichkeit von nichtlinearen dynamischen Unsicherheiten. Unter der
Voraussetzung, daB bestimmte Konsistenzbedingungen erfiillt sind, kénnen hinrei-
chende Bedingungen fiir robuste Stabilitiit angegeben werden [12]. Die so gefun-
denen Abschiitzungen kinnen aber beliebig konservativ sein. Wie das Beispiel der
Kolonnenregelung zeigt, miissen die bekannten Robustheitsaussagen aus der linearen

Systemtheorie mit grofler Vorsicht beurteilt werden, wenn die betrachteten Systeme
nichtlinear sind.

Trotz der genannten Einschriinkungen kann eine Anwendung der exakten EfA-Linea-
risierung in vielen Fiillen zu sehr guten Ergebnissen fiihren (z.B. [5, 59, 70, 27]).
Der Hauptvorteil der exakten Lineuarisierung liegt, wie bereits erwihnt, darin, daB
die notwendigen Entwurfsiterationen zum Erreichen der gewiinschten Regelgiite ohne
groflen Aufwand im Lineuren durchgefiihrt werden kénnen,

3.4  Naherungsweise Eingangs/Ausgangs-Linearisierung

Die Bedingungen, unter denen cine exakte Linearisierung des Eingangs/Ausgangs-
Verhaltens erreicht werden, sind wesentlich weniger einschriinkend als bei der exakiten
Zustands-Linearisierung. Dennoch sind eine Vielzahl technisch wichtiger Systeme
bekannt, fiir die der relative Grad nicht wohl-definiert ist, oder die eine instabile
Nulldynamik besitzen. Im Falle eines nicht wohl-definierten relativen Grades ist der
Nenner des exakt EfA-linearisierenden Ritckfiihrgesetzes (27) am Arbeitspunkt null
und folglich das Riickfiihrgesetz singuliir. Auch fiir Systeme mit wohl-definiertem
relativen Grad kann es im Arbeitsbereich des Regelungssystems Zustinde geben,
fiir die (27) singuliir wird. Die meisten Ansiitze zur nilherungsweisen Linearisierung
solcher Systeme erweitern den Nenner heuristisch durch eine Art Storfunktion e(x)
_ v—Ljh(z) Tkt By L7 ()

C L Ly Ma) + (=) T L, LT h(z) + e(=)

um unbeschriinkte Stellamplituden an Singularitéiten zu vermeiden. Der Kompromi
zwischen Linearisierung und grober Stellamplitude kuann durch unterschiedliche Wahl

von ¢(z) erreicht werden [60, 33, 14]. Alternative Verfuhren, die auf einer Erweiterung
der Bymes-Isidori-Normalform beruhen, werden in [31, 46] beschrieben.

u

Fiir Systeme mit instabiler Nulldynamik ist die Berechnung einer niherungsweise
linearisierenden Riickfiihrung meist wesentlich aufwendiger. Ein méglicher Ansatz
beruht auf ciner nitherungsweisen Aufspaltung des Systems in einen nichtlinearen
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AllpaBanteil und cinen nichtlinearen Phasenminimumanteil, der dem Reglerentwurf
zugrunde gelegt wird [20, 19]. Eine zweite in |20] vorgeschlagene Vorgehensweise ba-
siert auf einer Faktorisierung der Nulldynamik in einen stabilen und einen antistabilen
Anteil, Fiir spezielle Klassen von Systemen sind weitere Verfahren bekannt [32, 50, 26].
Es soll jedoch ausdriicklich erwiihnt werden, daB mit den zitierten Ansiitzen nicht in
allen Fillen ausreichend lineares Verhalten erreicht werden kann,

Auch wenn die Voraussetzungen zur exakten Linearisierung des E/A-Verhaltens erfiillt
sind. ist es aus Anwendersicht in vielen Fiillen nicht notwendig, eine exakte Line-
arisierung anzustreben. Durch Beschriinkung auf die Kompensation der Hauptnicht-
linearititen wird im allgemeinen die Riickfiihrung weniger komplex und in vielen
Fillen kann dadurch eine Verkleinerung der benétigten Stellamplitude erreicht wer-
den. Schwache Nichilinearitiiten, gewiinschie Nichtlinearitiiten, oder Nichtlinearititen,
deren Beschreibung unsicher ist, verbleiben im Kreis. Die Berechnung der niiherungs-
weise linearisierenden Riickfiihrung kann zum Beispiel auf eine polynomiale Appro-
ximation des nichtlinearen Modells gestiitzt werden [63], oder auf Niherungen fiir das
exakt linearisierende Riickfiihrgesetz. Alternativ ist eine Losung durch Approximation
von E/A-Operatoren denkbar, In [3] wird eine Losung iiber Minimierung sogenann-
ter Nichtlinearitiitsmalie vorgeschlagen. Die Nichtlinearitiitsmale quantifizieren die
LGrofe* der Nichtlinearitit im E/A-Verhalten und erlauben so, neben der Synthese
nitherungsweise linearisierender Regler, auch deren Analyse. Diese Entwurfsmethode
wird in diesem Band in [2] genaver behandelt.

4. Zusammenfassung

Die exakten Linearisierungstechniken erlauben einen systematischen Entwurf von
Reglem fiir eine allgemeine Klasse von nichtlinearen Systemen. Prinzipiell werden
die exakle Linearisierung des Zustands- und des Eingangs/Ausgangs-Verhaltens un-
terschieden. Die exakte Zustands-Linearisierung stellt ein elegantes Verfahren zur
Stabilisierung nichtlinearer Regelstrecken dar. Dariiber hinausgehende Anforderun-
gen an die Regelgiite konnen allerdings nur schwer berficksichtigt werden. Wegen
der eingeschriinkten Klasse exakt zustands-linearisierbarer Systeme, und wegen der
teilweise aufwendigen Berechnung exakt zustands-linearisierender Regler, kommt den
Nitherungsverfahren zur Zustands-Linearisierung in der Praxis eine grobiere Bedeutung
zu als dem exakten Verfahren. Diese Niiherungsmethoden versuchen einen Briicken-
schlag zwischen der relativen Einfachheit rein linearer Entwiirfe und der aufwendigen
exakten Linearisierung zu erreichen. Speziell die Poincaré-Linearisierung, die die
ersten nichtlinearen Terme in der Taylorentwicklung kompensiert, stellt eine attrak-
tive Alternative zur exaklen Linearisierung dar, wenn die Regelung um einen festen
Arbeitspunkt erfolgt. Ein durch Extended Linearization oder durch Pseudo-Linearisie-
rung kompensiertes System zeigt in linearer Nilherung gleiches Verhalten unabhiingig
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von Arbeitspunkt. Dadurch wird im allgemeinen eine VergréBerung des Stabilitiits-
gebietes erreicht. Durch die Uniform System Approximation wird eine bestmogliche
Kompensation der Nichtlinearitiiten in der Umgebung aller Arbeitspunkte erreicht.

Durch den hohen Berechnungsaufwand kommt dieser Technik jedoch hauptsichlich
theoretische Bedeutung zu.

Die Zustands-Linearisierungstechniken konnen auch zum Entwurf nichtlinearer Be-
obachter herangezogen werden [55, 57]. Die Beobachterkorrektur wird dabei so ent-
worfen, dal sich eine exakt bzw. niiherungsweise lineare Beobachterfehlerdynamik
ergibt, deren Stabilitiit und Einschwingdynamik leicht beeinfluBit werden kann.

Mit dem WVerfahren der exakten Eingangs/Ausgangs-Linearisierung kénnen Regler
gezielt im Hinblick auf gutes Regelverhalten entworfen werden. Die besondere At-
traktivitit dieser Methode erkliirt sich aus der Anwendbarkeit auf eine groBe Klasse
nichtlinearer Systeme und aus der eleganten Moglichkeit, Anforderungen an die Re-
gelgiite durch den Entwurf linearer Regler zu erfiillen. Eine vollstiindige exakte Line-
arisierung des EfA-Verhaltens ist in der Praxis oft nicht notwendig und zum Teil auch
nicht erwiinscht. Die Entwicklung von Verfahren zur nitherungsweisen Linearisierung
des E/A-Verhaltens ist gegenwiirtiz ein Gebiet intensiver Forschung.

In vielen Fiillen ist eine exakte Linearisierung des Zustands- oder EfA-Verhaltens nur
zu erreichen, wenn man grofe Stellamplituden in Kauf nimmt. Falls die bendtigte Stell-
energie nicht aufgebracht werden kann, oder dies nicht erwiinscht ist, kann durch die
diskutierten Nitherungsverfahren ein KompromiB zwischen Stellenergie und Linearitiit
erzielt werden.

Obwohl die exakten Linearisierungstechniken mit groflem Erfolg an realen Rege-
lungsproblemen getestet wurden, ist ihre Anwendung nicht in allen Fillen maglich
und sinnvoll. Neben ihrem Wert als praktikabler Entwurfsmethode, stellt die zugrun-
deliegende Theorie zusiitzlich einen wichtigen Schritt auf dem Weg zur Entwicklung
einer allgemeinen Regelungstheorie nichtlinearer Systeme dar.

Anhang

Definition 3 Die Ableitung einer skalaren zustandsabhdngigen Funktion M) ent-
lang einer zustandsabhdngigen Vektorfunktion f(z) wird Lie-Ableitung genannt und
ist definiert als
A
LiN=) = 7= f(z).
(s

Die Lic-Ableitung [ A(a) ist wieder eine skalare GroBe. Demzufolge kann dieser
Differentialoperator wiederholt angewandt werden: Beispielsweise kann zuerst ent-
lang einer Vektorfunktion f(x) und anschlieBend entlang einer Vektorfunktion g()
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abgeleitet werden

i (LgA
WA g ()
dx

Die mehrfache Ableitung entlang derselben Funktion f(=) ist natiirlich ebenfalls
miglich und wird in der Notation durch einen hochgestellten Index ausgedriickt:

LyLoAz) =

ikl
LA\(z) = Mf{w].
ila
Definition 4 Die Lie-Klammer zweier Vektorfunktionen f(z) und g(x) ist definiert
dureh

Die Lic-Klammer [f, g| wird oft auch als ad; g geschrieben. Das Ergebnis der Lie-
Klammer-Operation ist wieder eine Vektorfunktion. Folglich ist eine sukzessive An-
wendung miglich. Dies wird durch die folgende Standardnotation ausgedriickt:

ri!f’} g = I_|I'1 l“fjr._l g] .

Zusitzlich wird vereinbart, dalBl m!‘} g = g pilt,
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